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Eine unstetige und differenzierbare Funktion. 

Von 

Franz Lukacs in Budapest. 


leb gebe im folgenden ein einfaches Beispiel einer Funktion, die in 
einer überall dichten Menge unstetig und doch in einer überall dichten 
Menge differenzierbar ist. 

Auf mein Beispiel führt der folgende Satz von Liouville*): Zu jeder 
algebraischen Zahl n u ” 1 Grades a läßt sich eine solche positive Konstante M 


angeben, daß für eine beliebige rationale Zahl — die Ungleichung 
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besteht. 

Dies vorausgesebickt, definieren wir die Funktion f(x) wie folgt: Für 
jedes irrationale x sei 

f{x) = 0; 

wenn x rational und auf den kleinsten positiven Nenner gebracht = ^ 
ist, so sei 


Wie leicht ersichtlich, ist die so definierte Funktion: 

1. periodisch mit der Periode Eins; 

2. für jeden rationalen Wert (also in einer überall dichten Menge) 
unstetig, sonst stetig; 

3. integrierbar; 

außerdem läßt sich zeigen, daß f(x) 

4. für jede algebraische Irrationalität (also in einer überall dichten 
Menge) differenzierbar ist mit dem Differentialquotienten Null. 


*) Journal de Math. 1851, Seite 133. Den einen Beweis von Liouville kann 
man auch nachschlagen bei fi. Borei: Leijons sur la theorie des foncidons {Paris, 
Gauthier-Yiilars, 1898), S. 26 und Le$ons sur la thdorie de la croissance (Paris 1910), 
S. 135. 
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Bilden wir nämlich für eine beliebige irrationale algebraische Zahl 
n KU Grades a den Differenzenquotienten 

. ,.\ — .. f(x) 

fm CC\ * 

7 ' x — v x — cc 

Wenn x irrational ist, so haben wir 

H(x, a) = 0; 

wenn x rational und auf den kleinsten positiven Nenner gebracht — — 
ist, so haben wir 

OY 

-- CC 

1 

und indem wir den Liouvilleschen Satz anwenden, erhalten wir 

M-<f 

Wenn also x über ganz beliebige Werte gegen « konvergiert, existiert 
der Grenzwert von H(x, u) und es ist 

lim H(x, a ) = f'(cc) =0. 

x — a 

Budapest, den 1. Nov. 1910. 



